Matfelsbehandling

Lars Engstrom

| alla fysikaliska forsok har de varden man erhaller mer eller mindre hdg noggrannhet.
Ibland &r osékerheten i en matning fullstandigt forsumbar i forhallande till den
precision man vill ha. Andra ganger kan matosakerheten vara sa stort att resultatet blir
helt ointressant. Det galler alltsa att veta vilken osakerhet man har hos sina méatdata
samt vilken noggrannhet man behéver hos resultatet. | stéllet for métosakerhet talar
man ofta om maétfel. | detta sammanhang betyder alltsa matfel inte att man gjort nagot
direkt fel utan att det alltid finns en osékerhet, ett fel i alla méatningar.

Matfel brukar delas in i tva grupper: tillfalliga fel och systematiska fel. Lat oss forklara
skillnaden med ett exempel.

Ett brev laggs 13 ganger pa en mekanisk brevvag. Varje gang avlases vikten och vi far
foljande resultat:

18, 19, 18, 17, 20, 18, 19, 18, 18, 18, 19, 17 och 18 gram.

Den spridning av matvardena som man far kan bl.a. bero pa brevets placering pa
vagskalen, troghet i det mekaniska systemet, dalig avlasning av skalan, osv. Sadana
tillfalliga fel upptrader slumpmassigt och kan darfor behandlas statistiskt. Genom att
berékna ett medelvarde far man en battre uppskattning av brevets vikt &n om man
anvander ett enskilt matvarde. For att fa en uppfattning om hur matvardena sprider sig
kan man ange standardavvikelsen. Standardavvikelsen blir alltsa en uppskattning av
osakerheten/felet i en enskild métning.

Nu kan det tyvarr handa att brevet inte alls vager runt 18 gram. Forslitning kan ha gjort
att utslaget inte stimmer med skalstrecken. Vagen kanske inte var nollstalld eller man
gjorde avlasningarna snett i forhallande till skalan. Denna typ av systematiska fel ar
forodande eftersom de inte forsvinner da man bildar medelvarden. Naturligtvis skall
man i forsta hand forsoka eliminera de systematiska felen i en forsoksuppstélining. Att
gora en uppskattning av systematiska fel kraver ofta bade erfarenhet och stora
fysikkunskaper och kan manga ganger vara mer tidskravande &n den aktuella
matningen!

Medelvarde och standardavvikelse

Om X3, X2, X3, .., Xn ar de enskilda matvardena, berdknar man det aritmetiska
medelvardet av matserien <x> pa foljande satt:
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Standardavvikelsen, s, for matserien definieras som

S :\/ni_lé(xi—< X >)?

Notera att bade <x> och s far samma enhet som x. L&t oss berdkna medelvardet och
standardavvikelsen for var méatserie ovan. Vi far

<m>=18,2gochs=0,83¢.



Normalfordelningen

Antag att vi upprepade vagningen av brevet ett mycket stort antal ganger. Ett diagram
dar antalet ganger vi far en viss massa (eller hamnar inom ett litet intervall kring en viss
massa) avsatts mot massan blir den valkédnda normalférdelningen, som visas i Figur 1,
och som matematiskt beskrivs av funktionen
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dar f (x)dxtolkas som sannolikheten att fa ett varde i intervallet dx kring x och
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Figur 1. Tva normalférdelningskurvor N(4, 1) och N(0, 2). Det streckade omradet
mellan X + o motsvarar 68 % av fordelningen.

Normalfordelningen ar symmetrisk kring det mest sannolika vardet (vantevérdet) X och
har en bredd som beskrivs av o (standardavvikelsen). Normalfordelningen betecknas
ofta N(X,0). | de flesta experimentella situationer beskriver man emellertid
linjebredder genom att ange FWHM (”Full Width at Half Maximum” eller "hela
bredden pé halva h6jden”) For normalfordelningen blir sambandet:

FWHM =2-6-,/2-In(2) .

Fran experimentella matningar X3, X2, X3, ..., X, kan vi uppskatta X med <x> och
omeds.

Har géller det att ha begreppen klara for sig, eftersom vi anvander orden medelvarde
och standardavvikelse i 2 betydelser med olika beteckningar! Var experimentella
storhet X har en statistisk fordelning, t.ex. normalférdelningen, med ett okant “sant"”
medelvarde X och en likaledes okand "sann" standardavvikelse o. Det enda vi kan gora
ar att via matningar uppskatta dessa storheter genom att berédkna medelvérden och
standardavvikelse fran var matserie, <x> och s. P engelska ar man ofta tydligare
genom att, i det senare fallet, tala om "sample mean" respektive "sample standard



deviation".

| vart exempel med brevet kan vi alltsa uppskatta sannolikheten att en vagning ger ett
visst resultat fran en normalférdelning med vantevardet 18,2 g och standardavvikelsen
0,83 g. Det innebér bl.a. att sannolikheten ar 68 % att fa ett resultat mellan 18,2 - 0,83
och 18,2 + 0,83 dvs mellan 17,4 och 19,0 g.

Feluppskattning pa laborationer

Genom att gora langa matserier kan man fa en bra skattning av vantevarden och
standardavvikelser. Pa laborationerna har Du dock ofta inte tid att mata mer an en gang.
I andra sammanhang kan experimenten vara sa tidskravande och dyrbara att man bara
kan mata en eller hogst ett fatal ganger. Vad gor man da? Jo, Du far forsoka uppskatta
osdkerheten i din enda matning. Anvander Du linjal for att mata en stracka ar
osakerheten sékert 0,2 - 0,5 mm. Vagar kan vara markta fran =1 kg ner till + 0,0005 g.
Elektriska multimetrar kan ha osakerheten angivet som ett visst antal procent av fullt
utslag, osv. Det gar alltid att astadkomma nagon form av feluppskattning aven hos ett
enstaka matvarde. Darefter far Du anvanda feluppskattningen istallet for
standardavvikelsen. For att skilja feluppskattningar fran standardavvikelser anvéander vi
beteckningar av typen Ax istéllet for s eller o.

Felfortplantning

Hittills har vi bara diskuterat statistiken kring en variabel (t.ex. massan av ett brev) men
den vanligaste situationen ar att den intressanta storheten ar en funktion av flera
matbara variabler

Y = f(X].’XZ""" XN) .

Vi kan t.ex. vilja ha en feluppskattning av densiteten (p) av vart brev fran uppmatta
varden pd massan (m) och volymen (V), p=m/V, eller bestimma osakerheten i
spaltvidden (b) fran en matning av diffraktionsvinkeln (&) och vaglangden 4,
b = Alsin(@). Vi diskuterar 2 fall, dels en linjarkombination av normalférdelade
variabler och dels fallet ovan med en godtycklig funktion f.

Linjarkombination av normalfordelade variabler

N

OmY = Zaixi dar X; ar oberoende normalfordelade variabler, X; € N(X;,o;), och
i=1

a; konstant sa galler att ocksa Y ar normalfordelad och
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Exempel 1: Summa

Om X; e N(Xy,07) och X, e N(X,,0,) s skattar vi osakerheten i Y = X; + X,

med
Oy =1}O'f +022 .



Exempel 2: Aritmetiskt medelvarde

| var tidigare diskussion sag vi att osakerheten i en matning av vikten av brevet kunde
uppskattas med den experimentella standardavvikelsen s = 0,83 g. Vad blir osdkerheten
i medelvardet av vikterna?

13
<m >:%Zmi dar m; e N(18,2,0,83)
i-1

13
o= 3083 =22 _023
i=1

Darfor anger vi brevets massa som m=(18,2+0,2) ¢

Detta ar det vanligaste sattet att ange matvardena pa. Notera dock att sannolikheten for
att massan ligger utanfér de angivna granserna ar hela 32% ! Det ar alltsa viktigt att
komma ihag att en standardavvikelses feluppskattning verkligen inte betyder att det
riktiga vardet maste ligga inom de angivna felgranserna. Om man i stéllet anger
granserna som + 2 standardavvikelser sd ar sannolikheten ca. 95% att intervallet
innehaller det ratta vardet.

Notera det viktiga resultatet att osakerheten i medelvardet minskar som 1/ Jn ndr
antalet matningar 6ka. Att osékerheten bor minska med fler métningar ar vél ganska
intuitivt men vi ser ocksa att det dr ’dyrbart”, en forbattring med en faktor 10 kostar
100 nya matningar.

Godtycklig funktion f

Det vanligaste fallet i fysik ar att den sokta storheten kan skrivas som en allmén
funktion av ett antal matbara storheter:

Y = f(Xl, Xz,...., XN)

Om f &r en ickelinjar funktion ar det mycket svart att exakt bestimma en uppskattning
av felet i Y fran giva feluppskattningar AX; i X;. Vi ska i stallet alltid anvanda en
approximationsformel som harror fran Gauss. Genom att Taylorutveckla funktionen

runt X; = X;jkan man visa att om variablerna X; & oberoende s galler approximativt:

2 _(ax )2 (22 2. y2 2. y2
(4Y)" = (4X,) (axl) +(4X3) (axz) +..+ (AXy) (axN)

Detta &r ett mycket anvandbart resultat, som Du sakert kommer att ha nytta av i manga
situationer. Observera att det &r en approximation, vars noggrannhet ar battre ju mer

linjar f &r inom de omréaden dar X; ligger, dvs for X, e[X; —AX;, X; +AX;]. Om f &r ex-
akt linjar ger formeln samma resultat som for linjarkombinationen ovan. Vi illustrerar
resultatet med ett antal exempel.



Exempel 3: Arean av en cirkel

Arean av en cirkel & A= %n-dz. Du mater diametern (d) till 10,2 cm. Berdkna arean

och ange en feluppskattning.
Losning

Forst uppskattar vi felet i matningen av diametern. Antag att vi mater med en vanlig
linjal, dd bor vi sakert kunna mata inom + 0,5 mm. Om vi nu avser att
feluppskattningen i arean ska tolkas som 1 standardavvikelse, dvs det traditionella sattet
att ange fel, maste vi ocksd anvanda 1 standardavvikelse i matningen av d som Ad.
Eftersom vi sakert kan méta inom + 0,5 mm &r Ad = 0,5 troligen inte 1 utan snarare 2
standardavvikelser, enligt diskussionen i exempel 2. Vi véljer alltsd Ad = 0,25 mm.
Observera att detta resonemang nog behdvs i de flesta fall (om man ska vara noga),
eftersom det &r lattare och naturligare att uppskatta de maximala felen i en métning an
att direkt gissa pa ett varde dar man har 32% sannolikhet att gissa fel.

Felfortplantningsformeln ger nu
(UA)? = (4d)? -(%n-d)z :AA:%ﬂ-d - 4d = 0,48 cm?

Svar: Arean av cirkeln ar (81,7 + 0,5) cm?, dar feluppskattningen avser 1 standard-
avvikelse.

| detta fallet har alltsa en méatning av d med ca 3% fel gett en area med ca 6% osékerhet,
vilket naturligtvis kommer sig av att vi maste kvadrera den uppmaétta diametern.

Exempel 4: Densitet

Vi vill bestdamma densiteten p=§ hos en metallegering. Vi mater och uppskattar

felen (1 standardavvikelse) i massan och volymen: m = (331 £ 1) g och
V = (61,1 + 0,6) cm>. Bestam densiteten och ange en feluppskattning.
Losning

Densiteten beréknas till p = 5,417 g/cm?®. Felfortplantningsformeln ger nu
1 m
(4p)° = (4m)* - ()7 + (AV)* - (- 25)" =
\Y
0,000268 +0,00283 = 0,0031 = Ap = 0,056

Svar: Densiteten ar (5,42 + 0,06) g/cm®, dar feluppskattningen avser 1 standard-
avvikelse.

Har ser vi att ett relativt fel i m pa 0,3 % kombinerat med ett fel i V pa 0,99 % ger ett
totalt uppskattat fel pa 1,1 %. Nar man anvander felfortplantningsformeln ar det alltid
intressant att berédkna och skriva ut varje term for sig innan man summerar eftersom det
da tydligt framgar vilken/vilka av de ingaende variablerna som bidrar mest till
totalfelet. | detta exempel &r det uppenbart att om man vill ha battre noggrannhet i
densiteten sa ska man forst och framst forbattra méatningen av volymen.



Exempel 5: Spaltvidd

Man vill bestamma en spaltvidd b genom att studera diffraktionsmonstret som bildas da
spalten belyses med ljus fran en He-Ne laser. En skarm placeras pa avstandet L fran
spalten och man mater upp en stracka x mellan det femte minimat pa dmse sidor om
centralmaximat. Resultat: L = (7,00 £ 0,01) m och x = (438 + 2) mm Vaglangden ar
bestdmd till A = (632,82 + 0,01) nm. Bestam spaltvidden och ange en feluppskattning.

LAsning

Enligt teorin for Fraunhoferdiffraktion i en enkelspalt galler att villkoret fér minimum i
en vinkel @ fran spaltnormalen ges av b-sin(@) =m-Adar m = 5 &r ordningen och
sin(@) =x/(2-L).

_2mLA _2-5-7-6,3282-107"
- x  438.10°°
Felfortplantningsformeln ger nu

2 2 )
(097 = a0 [ 204 any? (20 g 2T

2,087-1014 +2554.107% +1112.1071? =
113-107% = Ab =1.06 um

b

=101.1 pum

Svar: Spaltvidden ar (101 + 1) um

Genom att studera bidraget fran de olika termerna ser vi att osékerheten i spaltvidden
nastan helt bestams av osakerheten i matningen av avstandet mellan minimipunkterna.

Observera att var felberdkning bara avser de slumpmassiga matfelen. 1 formeln ovan
har vi ju ocksa gjort approximationen sin@ = tan@ = x/(2-L), vilket kan leda till ett

systematiskt fel, som vi far studera separat.

Exempel 6: Produkt - relativa fel

Laty = x - z dar x och z &r experimentella variabler med feluppskattningarna Ax och Az.
Bestdm en feluppskattning av y.

Lésning
Felfortplantningsformeln ger:
(4y)? = (A%)? - 22 + (z2)? - X2

Om vi nu tar roten pa béagge sidor och dividerar med y = x - z far vi

22 (2)




Exempel 7: Kvot - relativa fel

Laty = x / z dar x och z ar experimentella variabler med feluppskattningarna Ax och Az.
Bestdm en feluppskattning av y.

Losning
Felfortplantningsformeln ger:

2 2
@)? =[] + (a5
z Z

Om vi nu tar roten pa bagge sidor och dividerar med y = x / z far vi aven i detta fallet

Ay AV (AN
7 = - + | —
y X z
De allménna resultaten i exempel 6 och 7 kan vi tolka (och minnas) i ord som att det

relativa felet i en produkt eller en kvot berdknas som roten ur summan av de relativa
felen i variablerna i kvadrat.

Exempel 8: Logaritmisk transformation

Vi avslutar med ytterligar en mycket vanlig situation. Lat y = In(x) dar x &ar en
experimentell variabel med feluppskattningen Ax. Bestam en feluppskattning av .

Losning
Felfortplantningsformeln ger:

2
(4y)? = (4x)? (ij

dvs



